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Résume :

Nous nous intéressons dans ce document a la résolution numérique des problémes de
commande optimale & solution "bang-bang". Le caractére discontinu de la commande op-
timale induit d’importantes difficultés de résolution et des techniques spécifiques doivent
étre utilisées dans ce cas. Nous montrons comment les techniques de lissage de la com-
mande, associées & un processus de continuation, permettent de pallier efficacement ces
difficultés. Des preuves de convergence du processus de continuation seront données et les
commandes lissées seront vues comme les solutions d'un probléme de commande optimale

perturbé.

Abstract:

We are interested in this paper in the numerical solution of "bang-bang" optimal control
problems. The non-smoothness of the control yields important numerical difficulties and
specific techniques are needed. We show that smoothing techniques on the control variable
associated with a continuation procedure can solve the problem efficiently. Convergence
proofs are given and the smoothed controls will be interpreted as the solutions of a per-

turbed optimal control problem.
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(Glossaire

NAG Bibliothéque de programmes numériques commercialisée par Numerical

Algorithm Group.

TPBVP | Two-Point Boundary Value Problem, probléme d’équations différentielles

aux deux bouts.

PMP Principe du Maximum de Pontryagin.
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1 Introduction

Le sujet principal de cette note technique est la résolution numérique des problémes de com-
mande optimale & solution "bang-bang". Cette appellation caractérise une commande disconti-
nue, prenant ses valeurs aux bornes de son ensemble de définition. Une formulation générale de
ce type de problémes et I'application du Principe du Maximum de Pontryagin (PMP) [5],[7],[30]
dans ce cas précis sont proposées en section 2.1. La principale difficulté de résolution numérique
provient dans ce cas de la détermination précise des dates de commutation de la commande
lorsque ces derniéres sont nombreuses. Ceci est dii au fait que les fonctions dites de tir associées
a ces problémes qui sont construites a partir des conditions nécessaires de Pontryagin peuvent
ne pas étre définies partout, peuvent étre discontinues ou non différentiables. Par ailleurs, leur
matrice jacobienne peut étre singuliére sur tout un domaine. Tout cela implique que les "bassins
d’attraction" des racines des fonctions de tir sont de trés faible dimension, induisant une grande
difficulté d’initialisation des méthodes de tir. Ces derniéres, qui s’appuient sur des schémas de
type Newton, ne convergent en effet que si ’estimation initiale de la solution est trés bonne.
Pour éviter ces problémes numériques, une approche classique consiste a introduire un terme
perturbateur ayant une forme quadratique dépendant d’un paramétre dans la fonction objectif
du probléme. Le lecteur peut se référer aux travaux suivants [13], [14], [15] et [27], pour plus de
précisions sur cette approche. Cette derniére permet d’obtenir une commande optimale et une
fonction de tir continues. Le paramétre de perturbation est alors mis a jour a travers une pro-
cédure de continuation ou d’homotopie [20]. Le but de cette note technique est de construire
une nouvelle classe de commandes optimales contintiment différentiables presque partout en
définissant de nouveaux termes perturbateurs. Tout ceci est développé dans 'optique d’obtenir
de meilleurs résultats que ceux obtenus avec 'approche quadratique usuelle. Cet objectif sera
atteint grace aux techniques de lissage développées en section 3.2.2. Les techniques de lissage
ne sont pas nouvelles dans la littérature : elles sont utilisées par exemple pour résoudre des
problémes de commande optimale avec des contraintes sur 1’état et la commande [16], [17],
pour résoudre des inéquations variationnelles [11], ainsi qu’avec les méthodes de points inté-
rieurs en optimisation [22] ou bien encore en optimisation non différentiable [26]. Un des points
importants de cette étude est 1'utilisation de techniques de lissage basées sur I'introduction de
barriéres logarithmiques. Ces derniéres sont utilisées avec succés dans le cadre de I'optimisa-
tion en dimension finie, voir par exemple [18], [23] et [29]; I'idée a été de les appliquer dans le
contexte de la commande optimale. Aprés quelques développements analytiques, leur efficacité
est montrée a travers la résolution d’un exemple simple, voir section 3.3. Finalement, en section
4, toutes les techniques proposées sont appliquées aux problémes de transferts interplanétaires
a poussée faible. Ces derniers exemples montrent la stricte nécessité d’utiliser ces techniques

afin d’obtenir des solutions & 1’aide des méthodes de tir.
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2 Les problémes a solution "bang-bang"

Cette section propose une formulation générale et les conditions nécessaires d’optimalité
associées a des problémes de commande optimale & solution "bang-bang". Les difficultés ren-
contrées lors de la résolution numérique de ces problémes sont exposées en section 2.2. Ces

difficultés sont finalement illustrées a travers un exemple simple dans la section 2.3.

2.1 Formulation du probléme

Considérons un systéme dont les équations d’état sont non linéaires par rapport au vecteur

d’état et affines en la commande®. De tels modéles s’écrivent de la facon suivante :

#(t) = f(x(t) + g(x(®)u(t), t € [to, t] (1)

La dimension du vecteur d’état z(-) et celle du vecteur de commande u(-) sont notées respec-
tivement n et m et g(z(¢)) est une matrice de dimension n x m. On suppose que I’état et la
commande appartiennent aux espaces fonctionnels usuels pour ce type de problémes [7] et que
les fonctions f(-) et g(-) sont contintiment différentiables. Les conditions initiales sont données
par z(ty) = xo et le vecteur d’état a l'instant final doit vérifier la contrainte ¢ (¢1,z(¢1)) = 0.

La fonction objectif qui doit étre minimisée est définie sur 1’horizon de temps [ty, ;] par :

J = / ()] de 2)

to

I’ensemble d’admissibilité de la commande est noté U et s’écrit de la maniére suivante :
U= {ue L([to, :1]; R™), [Ju(t)|| < 1, Vi€ [to, 1]} (3)

ot L*([ty,11]; R™) désigne I'espace des fonctions mesurables de carré sommable de [tg, t;] vers
R™. L’expression de ’hamiltonien associé a la résolution du probléme par le PMP [5], [7], [30]

est alors la suivante :

H(a(t), u(t), A1) = [lu®)]| + A@)" [f (2(t) + g(z(t))u(?)] (4)

ot dans toute la suite 'exposant 7 désigne I'opérateur de transposition et A(-) désigne le vecteur

état adjoint. Dans ce cas précis, la commande optimale est alors donnée par |7] :

u*(t) = argHIUI’lHigl [lw]| + A g(z(t)w], t € [to, 1] (5)

Il est clair que si A\(£)Tg(z(t)) = 0 alors u*(¢) = 0. Dans le cas contraire, il est possible d’appli-
quer l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

lwll + A ga(t))w = w1 = lg@®) A@), Yo | o] <1 (6)

ILes problémes de transferts interplanétaires peuvent s’écrire sous cette forme, voir section 4.
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Légalité est vérifice lorsque les vecteurs w et g(x(t))” A(t) sont colinéaires et de sens opposé,

c’est-a-dire :

w=—r(t)g(x(t)) A1), w(t)>0 (7)
Ainsi :
la* ()l = () lg(=()" AD = B(2) (8)
ou ((-) est donnée par :
B(t) = arg min [O(y) =yp(t)], Vt € [to, 1] (9)

p(+) est la fonction de commutation ; son expression est :

p(t) =1 llg(a(®))"A@®)]| (10)

On obtient alors facilement I’expression de la commande optimale. En effet, si A(¢)Tg(x(t)) # 0

alors :
9(x(1)"A®)
19(z(@)TA@|

1 si p(t) <0

u'(t) = —B(t) (11)

avec

B(t) = 0 s p(t)>0 (12)

| we[0,1] si p(t)=0

Si on fait I'hypothése que la fonction de commutation p(-) ne s’annule qu’en des points isolés,
c’est & dire qu’il n’y a pas d’arcs singuliers (ce que l’on vérifie numériquement), la commande
peut étre alors qualifiée de "bang-bang" car, presque partout sur [tg, 1], le module de la com-
mande atteint ses bornes, i.e. 0 ou 1. Le systéme différentiel donnant I’évolution au cours du
temps de 1’état adjoint A(-) et les conditions de transversalité en ¢, qui relient A\(¢;) a ¢; et
x(t1) sont obtenus en appliquant le PMP [7]. Ces conditions de transversalité constituent ce
que I'on nomme la fonction de tir, notée ®(-) dont I'inconnue est le vecteur z composé de A(t)
et éventuellement de ¢; si celui-ci n’est pas fixé. Il faut alors résoudre un systéme d’équations

qui peut s’écrire sous la forme ®(z) = 0.

Remarque 2.1 Les conditions de transversalité s’appliquent en t1, alors que le vecteur inconnu
z contient des conditions initiales. C’est pourquot, le probleme a résoudre est aussi qualifié de
systéeme différentiel aux deux bouts ou Two-Point Boundary Value Problem (TPBVP) en

anglais.

2.2 Les difficultés numériques

Cette section résume les principales difficultés numériques rencontrées lors de la résolution

effective des problémes a solution "bang-bang".
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Dans un premier temps, pour calculer la valeur de la fonction de tir, il est nécessaire d’inté-
grer des équations différentielles dont les seconds membres ne sont pas continus dans le temps.
Dans ce contexte, les algorithmes d’intégration a pas adaptatif, de type Runge-Kutta [28], di-
vergent. Ils n’arrivent donc pas & assurer la précision demandée lorsque le nombre d’instants
de discontinuité, i.e. instants de commutation, est important, cf. par exemple [19] et [31]. Dans
ce cas, la valeur de la fonction de tir ne peut étre évaluée (en effet, 'intégration ne peut se

dérouler jusqu’au bout) ou bien ’est avec une précision médiocre.

Par ailleurs, nous utilisons la méthode Hybrid-Powell (voir annexe A et [28]) pour la recherche
des racines de la fonction de tir. Cette méthode est en partie basée sur un algorithme de type
Newton. Donc, pour qu’elle converge, il faut que la fonction de tir soit suffisamment réguliére,
i.e. matrice jacobienne non singuliére, dans un voisinage des racines. Ce voisinage est de taille
restreinte pour des fonctions de tir telles que celles provenant des problémes "bang-bang". C’est
pourquoi, des techniques de lissage ou de régularisation sont utilisées afin d’étendre le bassin

d’attraction des racines.

2.3 Un exemple illustratif

Cette section propose un exemple simple afin d’illustrer les difficultés numériques précédem-
ment énoncées. L’état x(t) et la commande u(t) sont ici des variables scalaires. Le temps ¢ est
pris dans l'intervalle [0, 2]. L’équation différentielle décrivant ’évolution du systéme ainsi que

les conditions initiales et finales sont spécifiées ci-dessous :

&(t) = —x(t) + u(t), tel0,2]
(13)

En dimension 1, la contrainte sur la commande (3) et la fonction objectif (2) & minimiser

s’écrivent de la facon suivante :

lu(t)|<1

min /O lu(t)| dt (14)

En adoptant la méme démarche qu’en section 2.1, la commande optimale u*(¢) est solution de :

|m|1<n1 |w| + A(t)w, t fixé dans [0, 2] (15)

Trivialement, ceci conduit a I'expression générale suivante :

t) = — & si
w0 = (1) fyr S A #0 . »

u*(t) =0, sinon

ou f(t) est donnée par (12) avec comme fonction de commutation p(t) = 1 — |A(¢)|. En outre,

le PMP permet d’obtenir ’équation différentielle décrivant 1’évolution de I’état adjoint. Ainsi,
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| A1) = A(t) (17)

Cette équation a pour solution :
A(t) = zexp(t), avec z = A(0) (18)

Ce probléme peut ainsi étre résolu analytiquement. Une formulation analytique de la fonction
de tir ®(-) associée au probléme défini par (14) et (13) peut étre obtenue. Les calculs sont

développés en annexe B.1. On a donc :

( % —exp(—2) si 2z €] — oo, 1
expi—Q) % stz € [~1,—exp(~2)]
®(z) = —% si 2 € [~ exp(—2), exp(=2)| (19)
eXP(T_Q) _ % si 2 € [exp(—2),1]
| exp(=2) =5 si z €[l +oof

avec z = A(0). La représentation graphique de cette fonction est donnée en figure (1). Obtenir
la solution du probléme de commande optimale revient & trouver la racine z* de la fonction
®(z) donnée par (19).

0.5 T T T T T

F1G. 1 — Fonction de tir associée a I’exemple simple.
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Cette racine est alors z* = —2exp(—2) ~ —0.2707. Il est maintenant intéressant de déterminer
numériquement le bassin d’attraction de cette racine. Ainsi, en prenant des valeurs initiales
de z dans R et en appliquant la méthode Hybrid-Powell a partir de chacun de ces points, le
bassin d’attraction est alors composé des points initiaux pour lesquels la méthode converge
vers z*. Il est déja clair que la méthode est vouée a diverger pour des points initiaux pris dans
les intervalles | — oo, —1[, [—exp(—2),exp(—2)[ et [1,+oo[. En effet, la fonction de tir étant
constante sur ces intervalles, les pas de descente ou relatifs a la méthode de Newton ne peuvent
étre déterminés car la fonction dérivée est nulle. Finalement, le bassin d’attraction C de la
racine z* est le suivant :

C =~ [~1, - exp(—2)] U [0.17,0.467] (20)

Donc, le choix du point initial n’est pas anodin méme pour cet exemple en dimension 1. Ce choix
représente une véritable difficulté lorsque des problémes de dimension supérieure sont traités.
Finalement, la trajectoire optimale z*(-) et la commande optimale u*(-) sont représentées en
figure 2. La commande présente une commutation a ¢ ~ 1.3, date a partir de laquelle la variable

d’état croit jusqu’a atteindre sa valeur terminale.

0.6

0.4

x(t)

02

I I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

0.8 4

06 b

u(t)

041 g

02r- N

Fi1G. 2 — Trajectoire et commande optimales associées a I’exemple simple.

3 Meéthode de résolution par continuation

Cette section propose une méthode générale facilitant la résolution numérique des problémes
a solution "bang-bang". Son principe consite & perturber la fonction objectif du probléme initial
par un terme dépendant d’un paramétre ¢ et prenant la forme d’une fonction de pénalité ou
d’une fonction barriére. Le critére initial doit étre retrouvé pour ¢ = 0. Ensuite, grace a une

approche par continuation, les solutions successives du probléme perturbé vont converger vers
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la solution du probléme initial. L’efficacité de cette méthode est illustrée par un exemple simple

en fin de section.

3.1 Approche par continuation

Cette section propose une approche pour résoudre le probléme défini par (1), (2), (3) & partir
des solutions successives d’'un probléme auxiliaire. Ce dernier est défini par les équations d’état
(1), 'ensemble d’admissibilité de la commande U donné par (3) et par la fonction objectif

suivante : ,
1

J = / lu®)l] - eF(lu(®)])] dt = / B(u(t), ) di (21)

to to

ou le paramétre € appartient a I'intervalle 0, 1] et ou la fonction h(u(t),-) est supposée conti-
nue. Cette approche est qualifiée d’approche par pénalités lorsque la fonction F'(-) prend des
valeurs finies en 0 et 1, et d’approche par fonctions barriéres lorsque F'(w) — —oo quand w

tend vers 0 ou 1.

La procédure de continuation consiste dans un premier temps a résoudre le TPBVP obtenu
par application du PMP pour € = 1. Puis, en définissant une suite décroissante de valeurs de
€ (e =1>¢€ > ..>¢,),le TPBVP associé a € = ¢; (k = 2...n) sera résolu en utilisant la
solution de I’étape k£ —1 comme point initial de la méthode de résolution (Hybrid-Powell). Cette
procédure se termine lorsque la précision désirée sur la fonction objectif, notée ¢}, est atteinte
ie:

|/,

€k+1

(uf, ) = Je(ui )| <90, 9 >0, avec k suffisamment grand (22)

€k+1
Pour montrer que la suite J, (u}, ), k¥ € N, converge vers J(u*), il est nécessaire d’énoncer la

proposition suivante, en supposant dans un premier temps que F'(w) > 0 pour tout w
dans [0,1].

Proposition 3.1 Soit un probléme de commande optimale de fonction objectif (21), de dyna-
mique (1) avec des conditions initiales et finales données, et dont la contrainte sur la commande
est définie par (3), alors, pour toute suite décroissante €x, k € N, ¢ =1 > €3 > ... > ¢, les

fonctions objectif associées vérifient les inégalités suivantes :

o (uf) < Je(ury) < oo < Jep(ul ) < e, (ul) < Jw*) < J(up), k=1,2..,n

€1/ — €2 — €n—1 — — €k

ot u! dénote la commande optimale associée a J. et u* est la commande optimale du probléeme
initial donnée par (11) et (12).

Ainsi, toutes les fonctions objectif intervenant dans le processus itératif sont majorées par la
fonction objectif du probléme initial. La proposition suivante permet de montrer la convergence
de la suite J, (u;, ), k¥ € N vers J(u").

Proposition 3.2 Il est supposé que l’ensemble des solutions admissibles du probléme initial est

non vide, que x(t) reste dans un compact fize de R* pourt € [ty,t1]. Alors, sous ces hypothéses,
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il existe une solution aux probléemes (21), (1), (3) pour tout € dans [0,1] et les fonctions objectif

(21) associées vérifient :
iy J,(u7) = J ()

i J (u7) = J )
Les preuves des propositions 3.1 et 3.2 sont données par J. Gergaud dans [20].

Dans le cas out F(w) < 0 pour tout w dans ]0,1[, il est clair que la fonction h(u(t), ) est
croissante et de ce fait, la fonction J,(u}) est croissante par rapport a e. Des résultats similaires
a ceux énoncés ci-dessus peuvent alors étre obtenus. Ils proviennent des travaux de D.J. Bell
[2] réalisés dans le cadre de la méthode “e-algorithm® (introduction d’un terme perturbateur

quadratique en la commande dans la fonction objectif). Ces résultats sont les suivants :

Proposition 3.3 Pour tout (k,1) € N, k > 1 (e < €),

Jek (u;kk.) S Jel(u;)

De plus :
J

€k

(ug,) > IglelgllJ(u) =1y, pER

Preuve : En utilisant les propriétés du minimum et le fait que la fonction J.(u}) est croissante

par rapport a e, il est possible d’écrire :

Jek (uek) = quleig{l Jek (u) < Jfk (u:l) S Jel (utl) (23)
De plus,
ty
min Je, (u) = min § J(u) 6/t0 F(llu(@)]) dt p > v (24)
>0
O

La proposition prouvant la convergence de la suite J, (u?, ), k¥ € N, peut alors étre énoncée.

Proposition 3.4 En reprenant les hypothéses de la proposition 3.2 et en rappelant que
F(w) <0 pour tout w €]0,1[, alors

lim J, (u2,) = o = J(u')
avec lim ¢, = 0.
k—o00

Preuve : Puisque la suite J,, (u:k), k € N, est décroissante et bornée par 1y, voir proposition

3.3, elle est donc convergente. En supposant que :

lim J, (ug,) =7 > v (25)

k—o0
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Puisque lintervalle [to, 1] est fini et que F'(w) a des valeurs finies pour w dans ]0, 1], alors il

existe ¢ suffisamment petit tel que :
Jo,(u*) < v (26)

Ceci implique que :
Joul) < (') < (27)

€

Or, la suite J, (uf, ), k € N, étant décroissante, on a :

Jim J,, () < 7 (28)

Cette derniére relation est en contradiction avec (25), donc la suite J, (uf, ), k € N, converge

vers 1.
O

Les propositions 3.1 et 3.2 dans le cas ou F'(w) > 0, w €]0, 1], ou 3.3 et 3.4 pour F(w) <0, w €
10, 1], justifient 'utilisation de la méthode de continuation proposée. L’efficacité de la méthode
est alors liée aux propriétés des problémes auxiliaires, i.e. aux propriétés de la fonction F'(-),

intervenant dans le processus de continuation.

3.2 Utilisation des fonctions de pénalité
3.2.1 Les pénalités quadratiques

L’approche par fonctions de pénalité la plus utilisée est 'approche quadratique. Le lecteur
désireux de connaitre diverses applications de cette approche peut par exemple se référer aux
articles suivants [12], [13], [21] et [27]. Le principe consiste a introduire une terme relatif a
I

I'énergie, i.e. ||u(t)]|”, dans la fonction objectif du probléme initial. En reprenant les notations

de la section précédente, la fonction objectif devient :

Je Z/tl[IIU(t)H—6I|U(t)||(1— [u()I] dt:/lhl(U(t),e) dt (29)

to

Ici, il est clair que :
Flw) =w(l —w) >0, Ywe[0,1] (30)

Les propositions 3.1 et 3.2 peuvent alors étre appliquées pour montrer la convergence de la
suite Jelk (uf,), k €N, vers J(u*). La commande optimale associée a la fonction objectif (29) est

la suivante :

gy @A
ui(t) = =B O R IO £0 (31)
et,
ug(t) =0, sig(z(t)"A(t) =0 (32)
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avec,
1 si p(t) < —e

0 si p(t) >e€
ou la fonction de commutation p(t) est donnée par (10). Les calculs permettant d’aboutir aux

formules (31), (32) et (33) sont développés en annexe C.1.

En posant 8L(t) = 81(z) et B(t) = B(z) ou p(t) =2,z € R, on a:

+oo 1

132 = Bl = [ 1) - AP dz = ge 31

—0o0

Cela signifie que la fonction 5!(-) converge dans L*(R,R) vers la fonction 5(-) quand e tend
vers 0. Comme h'(- €) est strictement convexe et g(-) est continiment différentiable, alors

*

ul(-) est continue [20]. Malheureusement, cette fonction n’est pas différentiable du fait de la
non différentiabilité de la fonction B(-) (voir (33)). Néanmoins, u*(-) présente un ordre de
régularité supérieur a celui de la commande "bang-bang" définie par (11), (12) et (10). Il peut
maintenant s’avérer intéressant de disposer d’une méthode permettant de générer des fonctions
de pénalité conduisant a des commandes réguliéres, c’est ce que nous allons développer dans le

paragraphe suivant.

3.2.2 Génération de fonctions de pénalité

Cette section propose une technique permettant d’obtenir diverses fonctions de pénalité dans
I'optique d’améliorer les propriétés de la commande u*(-). L’idée essentielle est de considérer la
fonction Be() comme le résultat du produit de convolution entre la fonction 3 (+) et une fonction
de densité fy(-), i.e.

B = i) () = [ B (2 =) sl ds=

— 00

" s ds =P (x=3) @)

oll x dénote le produit de convolution dans L*(R, R), P(-) désigne la probabilité d’un évenement
et X désigne une variable aléatoire de densité fy(-). L’utilisation des fonctions de densité pour
les techniques de lissage n’est pas nouveau dans la littérature. Ces derniéres sont utilisées, entre
autres, pour résoudre des équations non réguliéres (nonsmooth equations), |8], [10], mais aussi
dans le cas d’inégalités variationnelles formulées comme des équations non réguliéres, [11], [9],
dans le cadre de 'optimisation convexe [22], ou bien encore en contrdle optimal des équations

variationnelles [1].

Remarque 3.1 Pour toute la suite de ce chapitre, il est convenu que B(t) est pris égal & B(z)

avec p(t) =z, z € R.
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Ainsi, f.(z) peut étre vue comme la probabilité quune variable aléatoire de fonction de densité

fo(+) soit supérieure ou égale a z/e, ce qui peut encore s’écrire :

fe() =1 —/oo fols) ds =1 7o () (36)

ot Fy(-) est la fonction de répartition associée a la fonction de densité fo(-). Grace a cette

écriture, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.5 Toute fonction (.(-) vérifiant (35) satisfait les propriétés suivantes :
(i) Be(-) est continue,
(ii) Be(-) est décroissante,
(iii) ¥z € R et Ve €]0,1], 0 < fc(2) < 1,
(iv) Ve €)0,1], lim f(z)=1et lim f(2) =0.

zZ—>+00
La preuve de cette proposition provient directement des propriétés des fonctions de répartition
associées a des fonctions de densité données. Afin de relier la fonction f§(-) a la fonction F(-),
le PMP est appliqué au probléme défini par (21), (1) et (3). En adoptant la méme démarche

qu’en section (2.1), la fonction f.(-) associée a la commande optimale est alors donnée par :

Bu(z) = arg min [0.(y) = 2y~ F(y) (37)

<y<l1

Il est important de noter que y appartient a l'intervalle ouvert |0, 1[. En effet, la fonction F'(-)
peut ne pas étre définie en 0 et 1 Les conditions portant sur fo(-) pour lesquelles F'(-) est
une pénalité seront énoncées par la suite. Afin d’obtenir I'expression de la fonction F'(-), il
est nécessaire de relier la fonction ©.(-) a la fonction de densité fy(-). Nous avons choisi de

rechercher O,(-) sous la forme suivante :

0= [ (Z-s)une) ds=> [ a6he ds— [ sane s @

—0o0 € —00 —00

ot la fonction ¢, () est une fonction de seuil définie comme suit :

0 si s<sy
qy(s) = (39)

1 s s>s,

Ainsi, pour obtenir I’expression de la fonction F(+), il suffit de poser les égalités suivantes :

[ wonts) ds =, wenl (10)
et, .
| saohis) ds=F@). el (41)
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En utilisant 'expression de ¢,(-) donnée par (39), I’égalité (40) devient :

| ot ds= [ a6 ds=1- [ a6l ds (42)
d’otu :

1—Fo(sy) =y, Vye€]o,1] (43)

Gréce aux propriétés de la fonction de répartition Fy(+), i.e.
— Fo(+) est continue et croissante sur R,
- 0< Fo(sy) <1,Vs, €R,
, syliriloo Fo(sy) =0 et syliToo Fo(sy) = 1.

L’équation (43) posséde au moins une solution s, quel que soit y dans ]0, 1[. De plus, I'intégrale
(41) verifie :

/+008 Jo(s) ds

Sy

<[ MG dss [ R s @)

y —

‘ | s ot as

Pour que la derniére intégrale soit définie, il suffit que :

k
|s| fo(s) < 5[’ v>1 et k>0 quand |s| — +oo (45)
ce qui implique que :
k
Jo(s) < s a>2 et k>0 quand |s| = 400 (46)

Sous cette condition, et en utilisant I’égalité (41), il vient :
|F(y)| < 400, Yy €]0,1] (47)
ce qui donne immeédiatement :
lim [F(y)] < +oo, et lim [F(y)| < +oo (48)

Tout ceci permet d’énoncer la condition nécessaire suivante :

Proposition 3.6 A partir d’une fonction de densité fy(-) positive, vérifiant (46), il est possible
d’obtenir une fonction de pénalité F(-).

Ceci est un résultat important car il permet de générer une infinité de fonctions de pénalité
uniquement & partir de la connaissance de fonctions de densité satisfaisant la propriété (46).
La fonction f,(-) construite a partir de la convolution entre 3(-) et la fonction de densité fo(-)
satisfaisant (46) vérifie une propriété trés intéressante qui est présentée maintenant.
Proposition 3.7 Toute fonction Bc(z) = (6 * fo) (2), € €]0,1], z € R, avec fo() vérifiant la
propriété (46) converge dans L?(R,R) vers la fonction B(-).
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Preuve : En écrivant la norme L? de la différence entre §.(z) et S(z), il vient :

18.) = Bl = |13 - B ds (49)

En utilisant la relation (36), ’expression de cette norme devient :
~ ~ +oo 2 ~ 2
5.2 5@l= [ [1-7(2) - Ae)] d (50)
D’aprés la définition de la fonction 5(-), voir relation (12) avec p(t) = z, l'intégrale précédente
peut se décomposer de la fagon suivante :
~ ~ 0 z 2 +00 z 2
1B.(2) = B2l = / 7 (5)] e +/ -7 (3)] (51)
—00 0
En procédant au changement de variable w = z /¢, il vient :
N N 0 +o00
i~ dl={ [ B s [T0-mwral @
—00 0

Puisque fy(+) vérifie la propriété (46), il est alors possible d’écrire :

s |f e
o B @
En considérant w strictement négatif, il vient :
| ) 1
Fo(w)] < 1 —aqw! = Folw)” < (1 — a) w2(a=1) (54)

De ce fait :

0 5 0 k 2 1
/_Oo Fo(w)” dw < /_OO (1 — 04) 2 dw < 400 (55)

puisque « est strictement supérieur a 2, voir (46). En ce qui concerne la seconde intégrale de
(52), le terme 1 — Fy (w) est donné par :

+00 Fo0
-Fow) = [ Al ds+/ fols ds—/ fols) ds (56)

Or, d’aprés la propriété (46), en considérant w strictement positif, cette derniére intégrale peut
étre majorée de la fagon suivante :

+oo +o0o
1—f0<w>=/ f0<s>dss/ P B (57)

1 —aqwe!

d’ou :

1l -«

1= Al < (12 )QMQ(L) (58)

Finalement, il est possible de déduire que :

+0o0 ) +o0 k 2 1
/0 [ — Fo (w)]? dw g/ﬂ <1 _a> iy dw < o (59)

puisque « est strictement supérieur a 2, voir (46). Tout ceci permet de montrer que les deux

intégrales de (52) sont bornées. Il vient donc immédiatement :

lim 16 (w) = B(w)ll, =0, YweR (60)
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O

Deux exemples sont & présent développés dans le but de vérifier les résultats précédents. A
partir de deux fonctions de densité différentes, les fonctions de pénalité associées seront obte-

nues en utilisant I’approche de génération proposée ci-dessus.

Exemple 1 : Soit la fonction de densité f3(-) suivante :

2(6) — exp(s)
)= 0 ()7

J2(-) est strictement positive sur R et vérifie la condition (46), la proposition (3.6) permet donc

(61)

d’affirmer qu’il existe une fonction de pénalité F2(-) associée. La fonction 52(+) est donnée par :

32 5.2\ (7 T 1
Py =@ (2)=[ £l ds=——r (62)
€ z 1+exp (—)
€
Les fonctions f2(-) et 32(-) avec € = 1 sont représentées en figure (3).
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
%
1 -
0.8 -
06 [;i(z) avece =1
0.4
0.2
o
B L L L S R S B
FIG. 3 — Représentation graphique des fonctions f2(-) et 52(-) avec e = 1.
De plus, la fonction 52(-) est donnée par :
320\ — o 200N A 2
Be(2) = min Oc(y) = —y — F*(y) (63)

ot la fonction ©2(+) peut s’écrire de la fagon suivante :

= [ (-8 ds=2 @) ds— [ s@eRsds  (64)
| (=) 8 /

[ee] o0
avec :
0 si s<s)

q.(s) = (65)

1 si s>s§
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En résolvant I’équation suivante par rapport a SZ :

| @ ds= [ ) ds =y, vy ol (66)
il vient :
52 = log <1_Ty> . Yy €0, 1] (67)
De plus,
/ s qj(s)fg(s) ds = /2 s qz(s)fOQ(s) ds
o ° (68)

_ loyg(l + exp(s7)) + log(1 + exp(s})) exp(s2) — 52 exp(s)
(1+ eXp(SZ))

et en remplacant SZ par sa valeur en fonction de y donnée par (67), il vient :

/ T 6 R(s)f2s) ds = F2(y) = —y log(y) — (1— ) log(1 —y), Yy,  (69)

o0

La fonction F?(-) vérifie bien les propriétés d’une fonction de pénalité, & savoir :
lim |F2(y)| = lim | F?(y)| = 0 < +o00 (70)
y—0 y—1

On peut donc prolonger F?(-) par continuité et écrire :

—ylog(y) — (1 —y)log(1 —y) si y€]0,1]
Fz(y) = (71)
0 si y=0 ou y=1

Ainsi, la commande optimale u*() associée au probléme défini par (1), (3) et la fonction objectif

suivante : .
1

J2o= [ Allu@®l = eF*(Ju@)D} dt
A (72)

- /tl B2 (u(t), ) dt

to

est donnée par :
9(z(t)"A®)

ug(t) = —B2(1) , st g(a(t)A() #0 (73)
lg(z (@) A
ou :
9 1
2(1) = o (74)
1+exp (—)
€
avec p(t) donnée par (10). D’un autre coté, u}(t) doit uniquement vérifier la relation suivante :
Juz ()] = - (75)
u =
¢ 1+exp (1)

lorsque le vecteur g(x(t)) A(t) est nul.
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La fonction S2(-) est appelée sigmoide d’ordre € [25]. Elle présente des propriétés trés inté-
ressantes car elle est de classe C'. Néanmoins, la fonction u*(-) n’est pas continue aux instants
t tels que g(x(t))"A(t) = 0. De plus, comme la fonction h?(-,€) n’est pas strictement convexe
pour € dans ]0,1], la commande u*(-) ne peut étre déterminée de fagon unique, cf. [20] et la

relation (75). La norme L? de la différence entre 32(z) et 5(z) est :

162() = B(2)ll, = € (210g(2) — 1) (76)

cela implique que la fonction 52(-) converge dans L*(R,R) vers la fonction 5(-) quand € tend
vers 0. Ceci est bien en accord avec la proposition 3.7 puisque la fonction f3(+) vérifie la pro-
priété (46). En ce qui concerne le processus de continuation, puisque F?(y) > 0 pour y dans
10, 1], les propositions 3.1 et 3.2 peuvent étre appliquées pour montrer la convergence de la suite
Jfk(u:k), k € N, vers J(u*). Par la suite, cette approche sera qualifice d’approche par pénalités

logarithmiques en référence a 1’expression de la fonction F?(-).

Exemple 2 : Cet exemple permet de déterminer la fonction de densité fj(-) associée a la

fonction de pénalité quadratique F1(-). En effet, en prenant :

0 si|s|>1
fols) = (77)

si[s| <1

DN [—=

il vient :
1 si z< —e¢

2§ |2 <e (78)

1
) ¢ 2

0 Sl z>¢€
\
En adoptant la méme démarche que pour l’exemple précédent, (les calculs sont développés en
annexe C.2), on retrouve bien la fonction F(-) (30). Les fonctions f1(-) et 5!(-) avec € = 1 sont

représentées en figure (4).

Le lecteur désireux de connaitre d’autres exemples de fonctions de pénalité générées par cette
approche peut se référer a [4].
3.2.3 Retour a ’exemple illustratif de la section 2.3

Dans un premier temps, I’approche par pénalités quadratiques sera analysée aprés quoi nous
présenterons ’approche par pénalités logarithmiques. L’approche par pénalités quadratiques

est associée a la fonction objectif suivante :
2
T :/0 [lu(®)] — € [u(®)|(1 = [u@)])] dt (79)
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0.1 1 L 1 L 1 1 L L 1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
s

1 4
0.8 -
06 B

1
z)avece=1

sl B i
0.2 -

ok

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

FIG. 4 — Représentation graphique des fonctions f!(-) et B1(-) avec e = 1.

La relation (16) fournit la commande optimale u*(-), ou 5(t) = 8'(¢) est donnée par (33) avec
comme fonction de commutation p(t) =1 — |A(¢)].

En ce qui concerne "approche par pénalités logarithmiques, la fonction objectif associée est :

J? :/0 {lu(®)] = ¢ [=lu(@®)[log(lu(®)]) = (1 = Ju(t)]) log(1 — |u()])]} dt (80)

La commande optimale est alors donnée par les relations (73), (74) et (75) avec p(t) = 1—|A(t)].

La procédure par continuation peut alors étre appliquée pour les deux approches. La premiére
étape consiste a résoudre les deux problémes avec € = 1. Les fonctions de tir sont obtenues en
remplagant A(¢) par son expression en fonction de z dans les relations donnant la commande
optimale, i.e. (16) et (33) ou (73), (74) et (75). Elles peuvent s’écrire formellement de la fagon
suivante :

d'(2) = 7(2) — % i=1,2, 2€R (81)
o 7L(-), 1 = 1,2 sont les trajectoires d’état obtenues aprés intégration de 1’équation (13) a
partir de z(0) pour une valeur donnée du paramétre z. Les fonctions de tir ®!(-) et ®%()

associées aux critéres (79) et (80) sont représentées en figure 5.

A la vue de ces deux courbes, une premiére remarque peut étre formulée. La fonction ®!(-)
est continue en z sur R alors que la fonction ®%(-) présente une discontinuité pour z = 0. La
racine de la fonction ®'(-) est zf = —0.2758 alors que ®?(z) = 0 pour z = z5 = —0.32. Les

bassins d’attraction de ces deux racines (déterminés numériquement) sont :
C.; =[-2.0,0.8] et C,; =[-24.2,1.8] / {0} (82)

On constate que le bassin d’attraction de z; est beaucoup plus grand que celui de 2} qui lui méme

est plus grand que le bassin C de 2* donné par (20). Le fait que ®*(-) ne soit pas continue en zéro

PROBLEMES DE COMMANDE OPTIMALE A SOLUTION "BANG-BANG' ©Copyright CNES 2002



22

F1G. 5 — Exemple simple : représentation graphique des fonctions de tir ®!(-) (figure (a)) et
®2(-) (figure (b)) avec € = 1.

exclut ce point du bassin d’attraction de 2. Ainsi, ce dernier n’est pas connexe alors que celui
de 2] l'est. Le choix d’un point initial pour la méthode Hybrid-Powell ne représente donc plus
un obstacle majeur surtout dans le cas des pénalités logarithmiques. Nous pouvons maintenant
appliquer la procédure de continuation & partir des solutions associées a € = 1. Le déroulement
de cette procédure est présenté dans le tableau 1. Ce dernier donne les racines z¥ et 23* associées

A € ainsi que I'écart absolu entre 2** et 2* et entre 23" et 2*, ol 2* = —2exp(—2) ~ —0.2707.

TAB. 1 — Résultats de la procédure de continuation pour les approches par pénalités quadra-

tiques et par pénalités logarithmiques.

pénalités quadratiques pénalités logarithmiques

€k 4" 21" — 2| 23" 25" — 27|

1 —0.27582 5.14107% —0.32004  4.93 1072
1/2  —0.27067 4.40 1077 —0.28586  1.51 1072
1/3  —0.27067 4.3210°7 —0.27656  5.89 103
1/4 —027067 4.2810°7 —0.27312 245103
1/5  —0.27067 1.08 10°7 —0.27172  1.05 1073
1/6  —0.27067 1.171077 —0.27113  4.55 10~*
1/7 —027067 1.2210°7 —0.27087  1.99 10°*
1/8 —0.27067 1.2210°7 —0.27076 8.7510°°
1/9 —0.27067 1.28 1077 —0.27071  3.86 107°
1/10 —0.27067 1.58 1077 —0.27069  1.71 107

On constate que les deux approches par fonctions de pénalité conduisent a la convergence

k

des racines 2z}, ,” vers z*. L’approche par pénalités quadratiques converge plus rapidement que
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I’approche par pénalités logarithmiques comme on peut le constater en comparant les écarts
absolus des colonnes 3 et 5 du tableau 1. Ceci peut s’expliquer par le fait que la fonction Bel()
converge plus rapidement vers 3(-) que la fonction 52(-) dans L2(R, R) (comparaison des normes
L? données par (34) et (76)). Néanmoins, cette rapidité de convergence importe peu. En effet,
la principale difficulté étant 'obtention d’une solution pour ¢ = 1, 'approche par pénalités
logarithmiques peut étre considérée comme beaucoup plus efficace que la méthode classique

utilisant des pénalités quadratiques.

3.2.4 Conclusion

Nous avons vu qu’il était possible de générer des fonctions de pénalité a partir de fonctions
de densité ayant les propriétés énoncées par la proposition 3.6. L’ordre de régularité des fonc-
tions 3(-) dépend de 'ordre de régularité des fonctions de densité fi(-) associées. Ainsi, pour
Pexemple 1, la fonction de densité f2(-) étant de classe C™, la fonction 52(-) est aussi de classe
C®. En ce qui concerne I'exemple 2, fl(-) est affine par morceaux, donc non dérivable, ce qui
implique que Bel() est continue et non dérivable, mais ces propriétés ne s’étendent pas a la com-
mande optimale u*(-). Ainsi, malgré le fait que f3(-) soit de classe C*, la commande optimale
associée n’est pas continue pour les instants ¢ ou le vecteur g(x(¢))"A(¢) est nul. Néanmoins,
d’un point de vue numérique, 'utilisation de fonctions de pénalité permet d’obtenir d’excellents

résultats en termes de convergence de la méthode de tir comme montré dans la section 3.2.3.

3.3 Utilisation des barriéres logarithmiques pour la résolution de pro-

blémes de commande optimale

Le succes que connaissent les barriéres logarithmiques en programmation mathématique nous
a incité a les utiliser dans le cadre de la commande optimale. En effet, de nombreux travaux,
voir par exemple [18], [23], [29], portent sur 'utilisation de barriéres logarithmiques dans des
méthodes de points intérieurs pour traiter des problémes de minimisation sous contraintes. Ces
méthodes sont trés utilisées dans le cadre de la programmation linéaire ou quadratique. Dans
ce contexte, des théorémes de convergence ont été énoncés [29]. L’idée est ici d’étendre les

principes de la dimension finie au cas des problémes de commande optimale.

3.3.1 Formulation du probléme

Par définition, les commandes "bang-bang" prennent leurs valeurs aux bornes de leur en-
semble de définition. L’idée va donc consiter & pénaliser? fortement la fonction objectif lorsque
la commande atteint ses bornes. Ainsi, pour le probléme défini par (1), (2) et (3), il faut péna-

liser la fonction objectif (2), pour éviter que ||u(t)|| ne prenne les valeurs 0 et 1, de la maniére

2Ce terme est un peu ambigu dans le contexte des barriéres.
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suivante :

72 = [ a0l = cioga) ) + 1os(1 = [u(®I} @t = [ Wuie ) de (53)

to

La fonction F?(w) = log(w) + log(1 — w) vérifie les propriétés suivantes :
(i) Fw) <0, Vw €]0,1],
(ii) lim F?(w) = lim F?(w) = —o0, i.e. F3(-) est une barriére.
w—0 w—1
La contrainte (3) n’a plus lieu d’étre car ’ensemble de définition de la fonction F3(-) est précisé-
ment 'intervalle ouvert |0, 1[. La propriété (i) précédente permet application des propositions
3.3 et 3.4 et conduit a la convergence de la suite J? (u} ), k € N, vers J(u*). La commande

optimale associée au critére (83) est donnée par :

= gy SEOTAD

avec
2¢

p(t) + 26+ /p(t)? + 4€?

ot p(t) est donnée par (10). Dans le cas ot g(x(t))TA(t) = 0, la commande u?(t) doit seulement

Bit) = (85)

satisfaire une condition portant sur sa norme, i.e. :
2¢

1+ 26+ 1+ 4é?

En adoptant les mémes notations que pour les sections précédentes, la norme L? de la différence
entre 33(z) et 5(z) devient :

luc (@) = (86)

182() = B(2)ll, = 4e(1 — log(2)) (87)

Cela montre une fois de plus que la fonction 33(-) converge dans L?(R, R) vers la fonction 5(-)
quand ¢ tend vers 0. Dans ce cas, 53(-) est de classe C'°°, néanmoins, u*(-) n’est pas continue
aux instants pour lesquels le vecteur g(z(t))TA(¢) s’annule. Ceci provient du fait que la fonction
h3(-,€) n'est pas strictement convexe, cf. [20], pour € dans ]0,1] et de ce fait la relation (86)
ne détermine pas u’(t) de facon unique. Ceci ne représente toutefois pas un véritable probléme
sur le plan numérique. Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer cette approche par barriéres

logarithmiques a I'exemple de la section 2.3, (voir section 3.3.3).

3.3.2 Liens avec les fonctions de densité

De la méme fagon qu’en section 3.2 pour les fonctions de pénalité, nous allons montrer ici la
possibilité de générer des fonctions barriéres & partir de fonctions de densité. En reprenant les
relations (35) et (37), il vient :

B2) = (B o) (5) = arg min [0.(0) = 2y - F(y)] (88)

0<y<1
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Or, la proposition 3.6 précise que si la fonction de densité vérifie la condition (46) alors la
fonction F'(-) est une pénalité. Le but de cette section est donc montrer que si la fonction
de densité fyo(-) ne vérifie pas la propriété (46) alors la fonction associée F'(-) est
nécessairement une fonction barriére. La solution y* du probléme précédent, vérifie la

condition de stationnarité suivante :

z dF

P d_y(y*) =0 (89)

De plus, par définition de la fonction B(-), y* est aussi égal a :

v =1-%(%) (90)

Dong, la fonction Foy(-) étant continue, analyser la fonction F'(y*) pour y* dans ]0,1] est stric-
tement équivalent a analyser la fonction F (1 —Fo (f)) pour z dans R et quel que soit € dans

10,1]. Ainsi, 'application suivante :

w— F (1 —Fy (w)) (91)
a pour dérivée : p i g
(1 — — ) = (1 — 2
P =R ) = =) T (- Fa ) (92)
et grace aux relations (89) et (90), on déduit :
2P (1= Fy () = —wfo(w) (93)
dw o\ W)) = —W Jol\W

Donc, pour tout couple (w1, ws) dans R?, il est possible d’écrire :

F (1= Fy(ws)) — F (1 — Fo(w)) = /w —wfo(w) dw (94)

w1

Ainsi, en fixant w; et en faisant tendre wq vers I'infini et en considérant que fo(-) ne vérifie pas

la propriété (46), on a :
w2
lim / —wfy(w) dw = lim [F(y) — F (1 — Fo (w1))] = —o0 (95)
wo—>+00 wy y—0
Il en est de méme pour ws, fixé et w; tendant vers ’'infini :

lim / " () dw = lm[F (1~ F (w3)) - F(y)] = —o0 (96)

w1 ——00 w1

Ces résultats ont été obtenus grace a la positivité de la fonction fy(-) sur R. Tout ceci permet

finalement d’énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 La fonction F(-) est une fonction de pénalité si et seulement si la fonction de

densité fo(-) vérifie la condition (46). Dans le cas contraire, F(-) est une fonction barriére.
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Ce théoréme est trés important car il permet de montrer que quelle que soit la fonction
de densité choisie, la technique de lissage proposée dans cette note permet de générer soit des

fonctions de pénalité soit des fonctions barriéres.

En ce qui concerne les barriéres logarithmiques, il est possible de déterminer la fonction de
densité f3(-) permettant d’obtenir la barriere F3(-). Pour cela, il faut écrire la fonction §3(-)
sous la forme suivante :

2O =Gr) () = [ 8(E-5) i) ds =

—0o0

—+00

fis) ds=1-F (Z)  (97)

Ainsi, en utilisant I’expression de B? (f) donnée par (85) et en remplagant z/e par s, il vient :
2

P = (98)

La fonction de densité f3(-) est alors simplement la dérivée de F¢(s) par rapport a s.

7

s 1
“0(s) = 13()

TV A2+ VR T 4)

(99)

Il est clair que la fonction f3(-) est une fonction de densité. De plus, cette derniére ne vérifie

pas la condition (46), ce qui est bien en accord avec le théoréme précédent.

3.3.3 Retour a ’exemple illustratif de la section 2.3

L’approche par barriéres logarithmiques appliquée a I'exemple de la section 2.3 conduit a la

minimisation de la fonction objectif suivante :

Je = /t {lu(t)| — ellog(Ju(t)]) +log(1 — [u()[)]} i (100)

sous les équations d’état et les conditions initiales et finales données par (13). Dans ce cas, la
commande optimale est obtenue grace aux relations (84), (85) et (86), avec comme fonction de
commutation p(t) = 1 — |A(¢)]. La fonction de tir ®3(-) s’obtient en remplagant A(¢) par son
expression en fonction de z (18) dans les relations donnant la commande optimale, i.e. (84),
(85) et (86). Elle peut s’écrire formellement de la fagon suivante :

1
D3 (2) = 23(2) - 5 i=12 z€eR (101)

z

o 23(+), 1 = 1,2 est la trajectoire obtenue aprés intégration de I'équation (13) & partir de z(0)
pour une valeur donnée du paramétre z. La représentation graphique de la fonction ®3(-) pour

€ = 1 est donnée en figure 6.
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04

F1G. 6 — Exemple simple : représentation graphique de la fonction de tir ®(-) avec € = 1.

La racine de la fonction ®3(-) trouvée par la méthode Hybrid-Powell pour € = 1 est la suivante :
25 = —0.4049. Le résultat le plus important provient du bassin d’attraction de cette racine. En

effet, ce dernier (déterminé numériquement) est :
C.; = [~3490.0,110.0] / {0} (102)

Le point z = 0 est exclu de ce bassin d’attraction car ®3(-) (voir figure 6), tout comme ®?(-)
(voir figure 5), n’est pas continue en ce point. Donc, le choix d’un point initial pour la méthode
Hybrid-Powell, avec ¢ = 1, devient trivial dans le cas des barriéres logarithmiques. Il reste a
montrer la convergence de la procédure de continuation. Le déroulement de cette derniére est

présenté dans le tableau 2. L’approche par barriéres logarithmiques conduit a la convergence

TAB. 2 — Résultats de la procédure de continuation pour ’approche par barriéres logarith-

miques.

€k Z:fk |Z§k — 2"

1 —0.40494 1.34 107!
1/2  —0.33126 6.05 1072
1/3  —0.30832 3.76 1072
1/4  —0.29756 2.69 102
1/5 —0.29143 2.08 102
1/6  —0.28752 1.68 1072
1/7  —0.28483 1.41 102
1/8 —0.28286 1.21 102
1/9 —0.28137 1.06 102
1/10 —0.28019 9.52 1073

des racines zg‘k vers z*, mais la vitesse de convergence associée est plus faible que celles des
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approches par fonctions de pénalité. Ceci peut étre vu en comparant les écarts absolus présentés

en colonnes 3 et 5 du tableau 1 et en colonne 3 du tableau 2.

Remarque 3.2 Les pas du processus de continuation, i.e. €xy1 — €, k € N, peuvent étre pris
plus grands en valeur absolue pour les approches par pénalités ou barrieres logarithmiques. En
effet, ces dernieres présentent des bassins d’attraction suffisamment larges permettant d’éviter
des cas de divergence de la méthode de tir entre deux itérations successives. Ceci conduit a une
accélération de la convergence de la suite €, k € N d’ou une obtention plus rapide de la solution

du probleme initial.

En conclusion, les vitesses de convergence des procédures de continuation sont trés forte-
ment liées aux vitesses de convergence des fonctions 5'(-), 52(-) et 53(-) vers 3(-). En effet, en

considérant les inégalités suivantes :

182 (2) = B(2)ly < 182(2) = By < 182 (=) = B2y (103)

on retrouve la relation entre les vitesses de convergence des différentes procédures de conti-
nuation. Mais la vitesse de convergence n’est pas le point le plus important car la principale
difficulté consiste a trouver de facon la plus simple possible, i.e. choix du point initial, la racine
de la fonction de tir a la premiére étape de la procédure de continuation, i.e. ¢ = 1. Sur ce plan,
il est clair que ’approche par barriéres logarithmes est beaucoup plus efficace que les approches

par fonctions de pénalité proposées en section 3.2.

4 Application aux transferts interplanétaires

4.1 Modélisation

Nous allons nous intéresser ici au mouvement d’une sonde dans le systéme solaire, en sup-
posant que les forces d’attraction exercées sur la sonde par les différentes planétes peuvent étre
négligées devant 'attraction du Soleil. Nous nous plagons donc dans le cadre d’un probléme
aux deux corps, c¢’est-a-dire que seules 'attraction du Soleil et la force de poussée du moteur
sont prises en compte dans le bilan des forces exercées sur la sonde.

En utilisant les coordonnées cartésiennes dans un repére inertiel héliocentrique et en omettant

la notation vectorielle, il vient :

EOR v(t)
r(t) T
U(t) = _M||7"(t)||3 + m(t)é(t)U(t) (104)
RACH —%5@) _
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o 7(t) = [ra(t) 7 (t) 7,(1)]" et v(t) = [va(t) vy(t) v.(t)]" sont respectivement la position et la
vitesse héliocentrique de la sonde a la date ¢t. T" désigne ici le module de poussée du moteur
exprimé en Newton et m(-) désigne la masse de la sonde. 6(+) représente, quant a lui, ’état du
moteur, c¢’est-a-dire allumé ou éteint, §(-) a pour valeur 1 si le moteur fonctionne et 0 dans le
cas contraire. Enfin, le vecteur U (+) est un vecteur unitaire donnant la direction de poussée, u
désigne la constante de gravitation du Soleil et ¢ désigne la vitesse d’éjection du moteur.

Le critére d’optimisation est une combinaison linéaire convexe entre la durée du transfert et

un critére proportionnel a la consommation du moteur, il s’écrit :

J=a(ty —ty) + (1 — ) ! §(r) dr, a€]0,1] (105)

to

Il est clair en effet que la consommation du moteur peut s’écrire :
T ™
Am =m(ty) —m(t;) = —/ d(r) dr (106)
c Ji,

Les conditions initiales et terminales dépendent quant a elles de la mission considérée. Elles

prennent la forme générale suivante :

Vg (to, (o))
¢0(t0,$(t0)) = @bg(to,v(to)) =0 (107)

| vg'(m(to))
et :

Yi(t,r(t))

Uit z(t) = | 2t v(t)) | =0 (108)

| Ut (m(t) |
ot le vecteur d’état z(-) s'écrit z(t) = [r()T v(t)T m(t)T]".
Remarque 4.1 Les instants initiouz et finauz to et t1 ainsi que les masses m(ty) et m(ty)

peuvent étre libres ou bien fizés selon les problémes a traiter.

Remarque 4.2 Pour plus de précisions sur l'expression des conditions (107) et (108) on

pourra se reporter & [3].

4.2 Application du principe du maximum de Pontryagin

L’hamiltonien du probléme défini ci-dessus s’écrit, cf. [7] ou [30] :

H(x(t),6(), U(1), A1) = (1= a)d(t) + A () o(t) - ” (l:)HgAv(t)T'f’(t)
e " (109)

+m5(t))\v(t)TU(t) - %)\m(t)é(t)
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ot Ar(+), Ap(+) et A\p(+) désignent les composantes de la fonction état adjoint A(-). D’apres le

PMP, I’équation différentielle décrivant ’évolution dans le temps de ’état adjoint s’écrit :

A(t) = —0,H (x(t),6(1), U(t), A(1)) (110)
ce qui conduit a : ]
- LX) 3r(t) () .
o1 [ ror~ ror |
M(t) | = ~A(8) (111)
| An(t) | MU, 5(6)
i m(t)” i

L’expression de la commande optimale s’obtient quant a elle par minimisation de I’hamiltonien,
c’est-a-dire? :

(6°(t),U*(t)) =arg min H(z(t),6,U,\(t))

(5,U)€Uad
= in (1 b KR U\, ()6 T)\ )6 (112)
—a‘"g(a,iﬁé%ad( - ) +m(t) o(t) - m(t)

Pour ce qui est de la direction de poussée, si la fonction \,(-) ne s’annule pas sur U'intervalle de

temps considéré alors la solution du probléme précédent est donnée par :

()
A ()]

Par contre si A\,(t) = 0, alors la direction de poussée est laissée libre, le vecteur U*(t) doit

U*(t) = Vi € [to, 1] (113)

simplement étre unitaire quelque soit ¢ dans Uintervalle [to, t1]. Il reste a présent a déterminer
I'expression de 0*(-). En substituant la valeur optimale de U*(-), voir (113), dans le probléme

défini par (112), I’état optimal du moteur s’écrit :

(1) = ang min (1= ) =~ A0 = A8 0 (114)
et on obtient alors :
1 si p(t) <0
0 sinon
pt)=1—-a)-T Pli;}((tt))” + )\mc(t)} , Vit € ty, ti] (116)

Pour les instants ou A, (t) = 0, I’état optimal du moteur est donné par :

1 si (1—a)— Lan(t) <0
5*(t) = ‘ Vit € [to, t1] (117)

0 sinon

3La notation * représentant le caractére optimal des états et des états adjoints a été omise afin d’alléger les

écritures.
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En résumé, si A, (t) est nul alors U*(t) vérifie simplement la condition de norme unitaire et 6*(¢)
est donné par (117), sinon U*(t) est donné par (113) et 6*(¢) par (115). La commande optimale
0*(+) est dite "bang-bang", car elle susceptible de commuter, i.e. changer de valeur, au cours
du transfert. Notons que ces commandes optimales sont valables quelle que soit la valeur du

paramétre v du critére (105).

Remarque 4.3 Si on considére le critére d’optimisation (105) avec o = 1, le probléme de
commande optimale est appelé probléme en temps minimum. On peut montrer dans ce cas [6]
que :

5*(t) =1,  presque partout sur [to,t] (118)

Ainsi, pour un probléme en temps minimum, le moteur doit toujours étre allumé durant le

transfert

Pour terminer, le PMP définit les conditions initiales et terminales que doit vérifier I’état adjoint
A(+), dites conditions de transversalité, qui vont dépendre des conditions aux bouts (107) et
(108). 11 fournit également des conditions supplémentaires portant sur ’hamiltonien dans le cas

ou ty ou t; sont libres (voir [3]).

4.3 Quelques hypothéses

Pour appliquer les méthodes de résolution de la section 3 aux problémes de transferts in-
terplanétaires, il est nécessaire de procéder a quelques modifications. Comme il a été vu dans
le paragraphe précédent, des commutations sur la commande, i.e. sur I’état du moteur §(-),
apparaissent lorsque le paramétre v de la fonction objectif donnée par (105) est différent de 1.
Pour la suite de cette section, le paramétre « est pris égal & 0. De ce fait, seuls des problémes
de consommation minimum sont résolus. La fonction objectif associée a ces problémes est la

suivante? : y
J :/ d(7) dr (119)
to

Pour ce type de critére, il est impossible d’appliquer directement les méthodes de lissage et
continuation précédentes car les hypothéses sur la fonction d(-) sont trop restrictives. Pour re-
laxer ces contraintes, il suffit de considérer que () peut prendre toutes les valeurs de I'intervalle

[0, 1] et non plus uniquement 0 ou 1. Ainsi, ’ensemble d’admissibilité des commandes devient :

Uwg = {(6,U) € L*([to, t1],R) x L?([to, t:], R)?

(120)
| Vi € [to, 1], (2) € [0, 1], [U(H)]] = 1}

Cette relaxation peut étre interprétée comme la possibilité de moduler I'amplitude de poussée.
Ceci ne change en rien l’expression de la commande optimale ¢*(-) donnée par (115), (116) et

(117) car 'hamiltonien (109) reste linéaire en 6(¢) et de ce fait 6(¢) est optimal en ces bornes,

4On supposera ici que la masse initiale est fixée. Des résultats équivalents sont obtenus quand la masse finale

est fixée. La seule différence entre ces deux problémes provient des conditions de transversalité en tg et ty.
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i.e. 0 ou 1. D’autre part, bien que les équations (104) ne soient pas linéaires par rapport a la
commande comme dans la formulation générale (1), les techniques de lissage développées en
section 3 sont apllicables et les propositions 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 sont encore valides car elles ne

dépendent pas de la forme de la dynamique du probléme.

4.4 Meéthodes de continuation-lissage

Cette section présente les divers critéres et commandes optimales associées aux approches
par pénalités quadratiques, pénalités logarithmiques et barriéres logarithmiques. L’algorithme

de continuation est ensuite présenté en définissant la suite ¢, kK € N.

4.4.1 Pénalités quadratiques

En reprenant la méthode de lissage proposée en section 3.2, la fonction objectif du probléme
défini par (119), (104) et par les diverses conditions initiales et finales condensées en (107) et
(108), devient :

1
Jh= [ 6(t)—ed(t)(1—4(t)) dt (121)
to
En appliquant le PMP; il est aisé de montrer que la commande optimale U’ (-) est égale a U*(-)

donnée par (113) lorsque A, (t) est différent de 0. Lorsque A, (t) est nul, U*(-) est libre et doit
simplement vérifier la condition sur la norme, i.e. pour tout ¢ dans [t,t;] alors ||U(¢)|| = 1.

Par contre, expression de §*(-) est la suivante :
(

1 siop(t) < —e

_r Ip(t)| <€ , VtE [to,t] (122)

0clt) = 2e

N | =

0 si p(t) >e€

\
ou la fonction de commutation p(-) est donnée par (116).

4.4.2 Pénalités logarithmiques

Dans ce cas, la fonction objectif associée au probléme perturbé s’écrit de la facon suivante :

2= " 508) — e[-0(1) log(8(8) — (1 5(¢))log(1 — 6(1))] di (123)

to

De la méme facon qu’en section précédente, la commande optimale U() est égale a U*(-)
donnée par (113) lorsque A, (t) est différent de 0. Lorsque A, (t) est nul, U*(-) est libre et doit
simplement vérifier la condition de norme unitaire. La commande ¢*(-), quant & elle, a comme

expression :
1

= ()

ou la fonction de commutation p(-) est donnée par (116).

, Vi€ [to, 1] (124)
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4.4.3 Barriéres logarithmiques

Pour ce dernier cas, la méthode de lissage de la section 3.3 conduit a la fonction objectif
suivante : "
JP = d(t) — e[log(d(t)) + log(1l — 4(t))] dt (125)

to
En appliquant le PMP, il est aisé de montrer que U(-) est égale & U*(-) donnée par (113)
lorsque A, (t) est différent de 0, sinon U’(-) est libre et doit simplement vérifier la condition de

norme unitaire. L’état optimal du moteur 67(-) s’écrit de la fagon suivante :
2e
p(t) + 2 + \/p(t)? + 4e?’

ou la fonction de commutation p(-) est donnée par (116).

5E(t) = Yt € [to, 1] (126)

4.4.4 Algorithme de continuation

L’algorithme de continuation est défini a partir des critéres d’optimisation Jfk, 1=1,...,3,
k € N, issus de la suite €, k € N, des valeurs du paramétre e. Cette suite peut étre construite
de la facon suivante :

(
€1 > €3 > ... > €1 > €y

9 €k+1 — €g — Ae: Ae =107° (127)

| &1 =10"" et €, =107 avec n =10 pour cet exemple

Pour les transferts interplanétaires, il est possible de débuter la procédure de continuation avec
€1 égal & 1071, Ceci ne change en rien la résolution du probléme mais permet simplement de
diminuer le nombre d’itérations. Ici, nous avons choisi de terminer I’algorithme de continuation
aprés un nombre fini d’itérations, i.e. lorsque €, est égal & 1075, Ce faisant, la solution obtenue
pour €, permet d’initialiser la méthode Hybrid-Powell pour le probléme initial, i.e. de critére
(119). Si €, est suffisamment petit, cette solution est une trés bonne approximation de la solu-
tion du probléme initial et, de ce fait, conduit a la convergence de la méthode Hybrid-Powell

vers la solution désirée.

La procédure de continuation étant & présent totalement définie, il devient intéressant de

montrer efficacité de cette approche sur deux exemples de transfert interplanétaire.

4.5 Exemples numériques
4.5.1 Exemple 1 : Trajectoire Terre-Vénus en consommation minimum

Cette section traite un exemple de transfert Terre-Vénus en consommation minimum avec

comme date de départ o = 7/10/2005, comme date d’arrivée a Vénus t; = 3/07/2008 et avec
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les données numeériques suivantes :
m(te) = mo = 1500.0 kg, T =0.33 N, c=37278.0 ms " (128)

En initialisant ’agorithme Hybrid-Powell avec 100 points initiaux différents générés aléa-
toirement, aucun cas de convergence ne se produit lorsqu’on résout directement le probléme
initial. Si par contre, on applique les différentes techniques de lissage vue en section 3 en partant
des mémes 100 points initiaux avec € = ¢; = 107! on obtient des cas de convergence, soit vers
la solution globale du probléme notée s soit vers deux solutions locales s; et sy. Le tableau 3

résume les résultats obtenus.

TAB. 3 — Nombre de cas de convergence pour € = 107! et 100 points initiaux.

solution S S| 8o

probléme initial
pénalités quadratiques

barriéres logarithmiques

@2 BN T s}
_ g O O
W = O

pénalités logarithmiques

Nous pouvons a présent appliquer l'algorithme de continuation dans le cas des barriéres
logarithmiques par exemple. La commande optimale 67(-) pour €, valant 107!, 1072, 1073 et

10° sont présentées en figure 7.

La derniére solution, i.e. ¢, = 1072, est trés proche de la commande optimale du probléme
initial (dernier graphique de la figure 7). La trajectoire correspondant a la solution globale s
du probléme initial est présentée en figure 8 (les symboles * indiquent les phases de poussée du
moteur). La masse finale de la sonde est de 1290 kg, ce qui correspond & une consommation
totale de 210 kg. La solution locale s; (resp. s2) correspond & une consommation de 241 kg
(resp. 465 kg), ce qui montre bien la nécessité de générer un nombre suffisamment grand de

points initiaux pour la méthode Hybrid-Powell.
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4.5.2 Exemple 2 : Trajectoire Terre-Jupiter en consommation minimum

Cette section porte sur un exemple de transfert Terre-Jupiter en consommation minimum.
La date de départ est ¢, = 12/12/2008 et la durée du voyage héliocentrique est laissée libre,
ce qui signifie que l'instant terminal ¢; doit étre déterminé par le processus d’optimisation. Les
caractéristiques du moteur sont identiques a celles utilisées dans le cadre de ’exemple précé-

dent, voir section 4.5.1.

Ici, seule la méthode de continuation-lissage basée sur I'introduction de barriéres logarithmiques
est utilisée. En fixant € = ¢; = 107! et en initialisant la méthode Hybrid-Powell avec 100 points
initiaux différents, 12 cas de convergence se produisent. Le tableau 4 résume les caractéristiques
des solutions obtenues en termes de cotit et de durée de transfert ainsi que le nombre de cas de

convergence vers chacune des solutions. On obtient un nombre de cas de convergence semblable

TAB. 4 — Résultats pour le probléme Terre-Jupiter avec e = 1071,

nombre de cas de convergence m(to) —m(ty) t; —to

(kg) (jour)
51 7 580.0 1798
59 5 616.0 2182

pour les deux solutions, ce nombre dépendant fortement bien str du domaine de recherche sur
lequel est effectué le tirage aléatoire des points initiaux. Dans ce cas précis, nous pouvons dire
schématiquement, que les intersections entre ce domaine et les bassins d’attraction des solutions
s1 et so sont de taille équivalente. D’autre part, la solution s; présente un coiit beaucoup plus
faible (-36 kg) que celui de la solution s,. Ainsi, pour le probléme liss¢, i.e. pour ¢ = 107}, la
solution s; peut étre considérée comme meilleure (en termes du critére d’optimisation consi-

déré) que la solution s,.

Nous pouvons appliquer a présent la procédure de continuation afin d’obtenir les solutions
"bang-bang" associées aux deux solutions précédentes. Pour ce faire, nous utilisons le méme
algorithme de continuation que celui utilisé pour ’exemple de la section 4.5.1. Les caractéris-

tiques des solutions "bang-bang" ainsi obtenues sont présentées en tableau 5.

TAB. 5 — Solutions "bang-bang" pour le probléme Terre-Jupiter.

m(to) — m(tl) tl — t()

(kg) (jour)
51 508.7 1965
52 194.8 2820
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F1G. 9 — Commandes lissées et commandes "bang-bang" associées a s; (a) et sy (b).

Le résultat important est que la consommation associée a la solution ss devient inférieure
de 13.9 kg a celle relative a la solution s;. Ceci peut étre clairement retrouvé en analysant
les commandes "bang-bang" représentées en trait plein en figures 9(a) et 9(b). Les courbes
en pointillés représentent, quant a elles, les commandes optimales des problémes lissés avec
e=10"1et e = 1073,

La trajectoire correspondant a la solution s; (respectivement so) est présentée en figure 10
(respectivement en figure 11). La loi de poussée associée a s; (respectivement s,) est composée
de trois phases (respectivement quatre phases) de poussée et de dérive. Pour chacune des
solutions, les premiers arcs de poussée sont localisés autour du périhélie® afin d’augmenter le
plus efficacement possible le demi-grand axe de ’orbite. Une fois le demi-grand axe final atteint,
une derniére phase de poussée permet d’ajuster la vitesse finale de la sonde dans 'optique de

réaliser le rendez-vous avec Jupiter.

Cet exemple a donc permis de mettre 'accent sur la difficulté de comparaison des solutions
dans ce contexte de continuation-lissage. En effet, seuls les coiits associés aux solutions "bang-
bang" peuvent étre comparés. Il est difficile de comparer directement les critéres d’optimisation
perturbés associés aux premiéres itérations de la procédure de continuation, lorsque le paramétre

€ n’est pas suffisamment proche de zéro.

5Point de I’orbite instantanée le plus proche du Soleil.

PROBLEMES DE COMMANDE OPTIMALE A SOLUTION "BANG-BANG' ©Copyright CNES 2002



38

700
re
600 .
5001 ,

400

300

200

y (108 km)

100

-100

-200

T
~

-300} /

~600 ~400 -200 0 200 400 600
x (108 km)
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5 Conclusions

Les techniques de lissage et continuation proposées dans cette note technique ont permis
la résolution de problémes a solution "bang-bang" trés difficiles a résoudre d’un point de vue
numérique. L’originalité de cette étude a été d’une part d’utiliser des barriéres logarithmiques
dans le cadre de la commande optimale, et d’autre part de proposer des résultats théoriques
permettant de générer diverses fonctions de pénalités. Au travers des exemples proposés, les
meilleurs résultats, en termes de convergence des fonctions de tir, sont obtenus a l'aide des
barriéres logarithmiques dans ’approche par lissage et continuation. En ce qui concerne les pé-
nalités, les résultats obtenus avec les pénalités logarithmiques sont meilleurs que ceux obtenus
avec la méthode classique de pénalisation quadratique. Tout ceci permet de conclure que Ieffi-
cacité numérique des nouvelles techniques de lissage présentées dans cette note est supérieure
a celle de la méthode par pénalités quadratiques. Enfin, dans le cadre des transferts interpla-
nétaires, ces techniques de lissage ont permis de trouver les solutions de problémes n’ayant pu

étre résolus par la seule utilisation de la méthode de tir simple.
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Annexes

A La méthode Hybrid-Powell

Cette méthode a pour but de résoudre un systéme de n équations, généralement non linéaires,
a n inconnues. Typiquement, un tel probléme peut étre vu comme la recherche de racines d’une

fonction F'(-) définie comme suit :

F: R — R

(129)
X — F(X)

Comme la majeure partie des méthodes locales de recherche de zéros, la méthode Hybrid-Powell
est une méthode itérative. En effet, & partir d’'un point initial X, € R", les approximations

successives d’une racine sont données par la formule de récurrence suivante :
X1 = Xk + AX (130)

ou AX} est le pas associé a ’algorithme. La méthode Hybrid-Powell est qualifiée d’hybride car
elle peut étre vue comme une combinaison d’une méthode de quasi-Newton avec la méthode
du gradient. L’idée de Powell fut donc d’élargir les propriétés locales (gradient) tout en gar-
dant Defficacité des méthodes du type quasi-Newton. De ce fait, pour établir I’expression du
pas AXy, il est nécessaire de rappeler briévement ’expression des pas associés aux méthodes

quasi-Newton et a celle du gradient.

En ce qui concerne la méthode de Newton, le pas AX} associé est solution de 1’équation

suivante :

J(X)AXY = ~F(X,) (131)

ou J(Xj) est la matrice jacobienne de F'(-) prise en Xj. La maniére de calculer cette matrice
permet de différencier la méthode de Newton classique des méthodes quasi-Newton. En effet,
dans le cadre des méthodes quasi-Newton, la matrice jacobienne est approchée et son approxi-
mation est mise a jour au cours des itérations de l'algorithme. Un exemple de ce processus
d’approximation est donné par la méthode de Broyden. En notant B, ’approximation de la

matrice jacobienne a l'itération k, la matrice By, est alors donnée par :

(y — Bis)s”
B, =B e 132
k+1 kT g (132)
ou :
y:F(Xk_H)—F(Xk) et S:Xk+1_Xk (133)

Le fait d’approcher la matrice jacobienne permet de réduire sensiblement le nombre d’opérations
a effectuer au cours d’une itération.

En ce qui concerne la méthode de gradient, le pas AX] associé est égal a :

AX] = —pJT (X)) F(X}) (134)
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TAB. 6 — Algorithme de la méthode Hybrid-Powell.

Etape 1 : Initialisation avec X.

Faire Tant que ||F(Xy)|| > €

Etape k + 1 : Calcul de Xy, a partir de (130) ou AX, est solution de (136).
k< k+1

Fin Tant que

ou u € R est solution du probléme de minimisation unidimensionnelle suivant :
Il?;{)l 1F(X5) — T (X3) F(X) | (135)

Il est, a présent, possible de définir le pas de la méthode Hybrid-Powell en effectuant une
combinaison linéaire des pas de Newton et du gradient. Il existe plusieurs formulations de A X}
dont celle donnée par K.L. Hiebert [24] qui précise que AX} doit étre solution de 1’équation
suivante :

[T+ J(Xe)" T (Xi) | AXg = =T (X3) f(Xk) (136)
ou [ désigne ici la matrice identité de taille n.

Pour conclure, la méthode Hybrid-Powell implémentée dans la routine CO5NBF de la biblio-
théque mathématique NAG utilise le pas hybride proposé en (136) ou la matrice jacobienne
J(Xj) est approchée par la matrice By donnée en (132). L’algorithme général est présenté au
tableau 6.

B Développements analytiques pour les problémes a solu-

tion "bang-bang"

B.1 Solution analytique de I’exemple simple

Le probléme aux deux bouts (ou TPBVP) devant étre résolu est le suivant :

(

(t) = —x(t) + u(t), vt € ]0,2]

A(t) = A(0) exp(t) = zexp(t) (137)

| 2(0) =0, z(2) =3

2
ou z € R et oi la commande optimale u*(-) est donnée par (16).
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B.2 Cas ou z est positif

Dans ce cas précis, il convient de séparer les configurations pour lesquelles la commande

commute de celles ou la commande reste constante sur [0, 2].

Fonction de commutation négative

pt) <0 & 1—zexp(t) <0 & exp(—t) <z (138)
d’otu :
Vz €]1,+o0[,Vt € [0,2], p(t) <0 et u(t)=—1 (139)
Pour cette configuration, ’état x(+) est la solution de 1’équation différentielle suivante :
&(t) = —x(t) — 1, z(0)=0 (140)
Cela donne immédiatement :
x(t) = exp(—t) — 1 (141)

et permet d’obtenir la formulation de la fonction de tir ®(-) :

B(2) = (2) - % — exp(—2) — ; V2 €)1, +oo] (142)

Fonction de commutation positive ou nulle

p(t) >0 < 1—zexp(t) >0 & exp(—t) >z (143)
d’otu :
Vz € [0,exp(—2)],Vt € [0,2], p(t) >0 et u(t)=0 (144)

En considérant la condition initiale 2(0) = 0, I’état x(-) reste nul dans l'intervalle [0,2]. La

fonction de tir est donc constante et sa valeur est :

O(2) = —=, Vz€[0,exp(—2)] (145)

Fonction de commutation de signe quelconque

La fonction de commutation change de signe sur l'intervalle [0,2] pour des valeurs de z
comprises dans | exp(—2), 1]. Il ne peut exister quun seul changement de signe car la fonction

p(+) est décroissante sur U'intervalle [0, 2]. Cet instant est noté ¢ et est égal & — log(z).

t 0 t = —log(z) 2
pt) |1—=2>0 0 N 1—zexp(—=2) <0
B(t) 0 1
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Ainsi, il est possible d’écrire que :
Vit > 1= —log(z), x(t) =Cexp(—t)—1 (146)
et :
z(t) =0 car z(0) =0 et u(t)=0 Vte|[0,7] (147)
Ainsi, la constante C' est égale a 1/z, ce qui permet d’obtenir I’expression de ’état en fonction

de la variable z et du temps ¢ :

w(t) = W —1, Vte[i,?] (148)

Finalement, la fonction de tir s’écrit simplement, :

exp(—2)

O(2) = .

- ;, Vz €]exp(—2),1] (149)

B.3 Cas ou z est négatif

La méme démarche que celle proposée en section précédente est adoptée. Les cas ou la
fonction de commutation reste négative, positive ou change de signe sur I'intervalle [0, 2] sont
traités séparément.

Fonction de commutation négative
Dans le cas ou la fonction de commutation est négative, il est possible d’écrire que :
p(t) <0 < 1+zexp(t) <0 & 2z < —exp(—t) (150)
d’ou :
Vz €] —oo,—1[,Vt €[0,2], p(t) <0 et u(t)=1 (151)
Pour cette configuration, ’état x(+) est la solution de 1’équation différentielle suivante :

#(t) = —2(t) + 1, 2(0) =0 (152)

Ce qui donne immeédiatement :
z(t) =1 — exp(—t) (153)
Ceci permet d’obtenir la formulation de la fonction de tir ®(-) :

1 1
375" exp(—2), Vz €] —o0,—1] (154)
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Fonction de commutation positive ou nulle
De la méme fagon que précédemment, il vient :
p(t) >0 & 1+zexp(t) >0 < 2> —exp(—t) (155)
d’ou :
Vz € [—exp(—2),0],Vt €10,2], p(t) >0 et u(t)=0 (156)

En considérant la condition initiale 2(0) = 0, I’état x(-) reste nul dans l'intervalle [0,2]. La

fonction de tir est donc constante et sa valeur est :

B(z) = —%, V2 € [— exp(—2), 0] (157)

Fonction de commutation de signe quelconque

La fonction de commutation change de signe sur l'intervalle [0,2] pour des valeurs de z
comprises dans | — 1, — exp(—2)]. L’instant de changement de signe est noté ¢ et est égal a
—log(—2) (2 < 0).

t 0 t = —log(—=2) 2
p(t) | 14+22>0 0 N 1+4+zexp(2) <0
B(1) 0 1
Ainsi, il est possible d’écrire que :
Vi >t=—log(—z2), x(t) =Cexp(—t)+1 (158)
et :
xz(t) =0 car z(0) =0 et u(t)=0 Vte|0,i] (159)

Ainsi, la constante C' est égale a 1/z ce qui permet d’obtenir 'expression de 1’état en fonction

de la variable z et du temps ¢ :

o(t) = @ +1, Vtet2] (160)

Finalement, la fonction de tir s’écrit simplement, :

B(2) = @ + % Vz €] — 1, — exp(—2)] (161)
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B.4 Conclusion

En regroupant tous les cas de figure étudiés ci-dessus, I’expression générale de la fonction de

tir est finalement donnée par :

( %—exp(—Q) si z €] — oo, 1
eXPi—Q) by osioze 1 —exp(-2)
0= -1 i 2 [ exp(-2)exp(-2) 1)
y_g si 2 € [exp(—2), 1
| exp(-2) —; si z € [1,400]

C Approche par pénalités quadratiques

C.1 Calcul de la commande optimale

Cette section a pour but de démontrer les formules (31), (32) et (33) qui donnent 1’expression
de la commande optimale u’(-) dans le cas de pénalités quadratiques. Les développements
analytiques qui suivent permettent de montrer que la détermination de cette commande se
réduit & un probléme de minimisation d’une fonction, notée kl(-), & une seule variable.

En appliquant le PMP, quel que soit ¢ dans [to, 1], il est possible d’écrire u*(t) de la facon
suivante :

ug(t) = arg min [lw|| +A(#)"g(x(t)w — e [[w[|(L — [Jw])] (163)

llwl|<1
Si A(t)Tg(x(t)) est égal & 0, il est clair que u’(¢) est aussi égal a 0. Dans le cas contraire,

'inégalité de Cauchy-Schwartz donne pour tout w tel que ||w|| <1 :
lwll +A(®)" g(a(®)w = elllwll (1 = [[wl)] = [wll (1 = [lg(=) A — ellwl|(1 = llw]]), (164)

L’égalité est obtenue lorsque les vecteurs g(z(t))” A(f) et w sont colinéaires et de sens opposé,

w=—k(t) g(zt) A1), k() >0 (165)
Ainsi u}(t) peut s’écrire sous la forme (165) ou :
luz (Ol = K(®)llg (=) ADI = 8 (1) (166)
est solution de :
Jin [k (y) = yp(t) = ey(1 —y)] (167)

avec p(t) = 1 —||g(z(t))TA(t)]] comme fonction de commutation du probléme. La solution de

ce probléme permet immédiatement d’obtenir (33), ce qui permet de déduire (31).
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C.2 Calcul de la fonction de pénalité & partir du choix de la fonction

de densité

Soit la fonction de densité f;(-) suivante :

)

si|s|>1
fols) = (168)

si[s| <1

DN [—=

La fonction !(-) associée est donnée par :

1 siz< —e¢

si|z[ <e (169)

o0
N =
—~
N
N—r
Il
P
8
o0
/~
oW
|
~—
S
—~
wn
N—r
QL
N
Il
N | —
|

& e

0 si z>¢

\

Cette fonction est aussi solution du probléme suivant :

mm[@ﬂw=§y—FWM] (170)

0<y<1

La fonction ©!(+) peut alors s’écrire :

o= (Z-s)aerieds=2[ g ds— [ sa@fis)ds )
/() / /

—00 € — 00 [e.e]

ot ¢, (s) prend la forme suivante :

0 si s<s,
qy(s) = (172)

1 si s>s)

En résolvant ’équation suivante par rapport a sgl} pour y fixé dans [0, 1] :

| aeneda= [ °° fi(s) ds =y (173)

on a:
s, =1—2y (174)
cela implique que :
vy el0,1],-1<s, <1 (175)
De plus,
o'} 1
1 2
P = [ sa0fe) ds= [ 556 ds= 505 (176)
En remplacant 311/ par son expression en fonction de y, voir égalité (174), il vient :
| sasi ds=Flw) =y -y) (77)

La fonction de pénalité quadratique est ainsi retrouvée.
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